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1 预备 知识 


Smarandache 函数 SCz) 是 重要 的 数论 函数 之 
一 ,对 于 这 一 本 数 很 多 学 者 已 经 做 了 研究 和 探索 ,并 
取得 了 一 系列 重要 的 结果 ,对 数论 发 展 有 重大 意义 。 
后 来 人 们 根据 Smarandache 本 数 定义 了 Smararr 
dache 对 偶 画 数 SCz) 。 以 下 将 介绍 一 个 包含 Sma- 
randache 对 偶 本 数 的 方程 的 可 解 性 。 首 先 我 们 来 
看 以 下 定义 。 

定义 1 对 于 任意 正 整数 ,Smarandache 本 数 
S(C2) 定义 为 最 小 的 正 整数 )” 使 得 z| 冯 上 即 

SG) 一 min(m: 力 EN,zz|72 。 

SCz) 的 一 些 值 为 SC1) 二 1,S(2) 一 2,S(3) 一 
3,…, 特 别 当 ?的 标准 分 解 式 为 2 = 24 3…2x 时 ， 
不 难 证 明 SCz) 三 max{(SC2i ))》。 

定义 2 对 于 任意 正 整 数 2,Smarandache 对 偶 
函 数 SC”) 定义 为 最 大 的 正 整 数 交 使 得 冯 上 >, 即 

SO) 一 max(7 :7 GE N77 !| 2) 。 

关于 SC2z) 和 SCz) 的 算术 性 质 , 已 有 不 少 的 研 
究 结 果 …* ,近年 来 学 者 们 将 包含 这 两 类 本 数 与 其 
他 西数 的 方程 进行 了 研究 . 薛 西 锋 '"”” 研究 了 SC) 的 
本 数 方程 >/S(c) = 7 的 可 解 性 ,并 获得 了 该 方程 
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一 40(2) 的 正 整数 解 , 证 明了 该 方程 所 有 偶数 解 的 形式 可 表示 为 一 2 3 或 ”一 2 六 ,其 


中 忆 二 5 为 奇 素数 ;所 有 奇数 解 为 2 一 Do 一 力 d 
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一方 和 2 一 加 0, 其 中 心 .9 为 奇 素数 。 


的 所 有 正 整 数 解 ,其 解 为 1 和 12.。 现 设 Q(z) 表示 正 
整数 ”的 所 有 素 因 子 的 个 数 ( 按 重 数 计算 ), 即 若 
1 一 四 加 pb 为 正 整 数 ” 的 标准 分 解 式 ， 则 
Q(2) 一 au 二 os 十 … 十 以 下 主要 研究 函数 方程 


缀 六 一 49 (1) 
的 可 解 性 ,并 获得 了 式 (1) 的 所 有 正 整 数 解 的 具体 
表示 形式 。 
定理 1 式 (1) 的 所 有 偶数 解 为 ”一 2 3 和、 
六 一 20243232 一 233 一 2038 7 一 20563157 一 
2 力 ， 短信 ER 
1 一 25j0 一 25p 一 2200, 其 中 二 5 为 奇 素 
数 , 所 有 奇数 解 为 2 一 铺 咏 二 轧 9 2 二 访 和、 
2 一 加 dg ,其 路 dv 为 奇 素数 。 


2 定理 的 证 明 


显然 ,由 SCz) 和 0(z) 的 定义 知 ,” = 1 不 是 方 
程 (1) 的 解 , 故 可 设 ”>> 1。 

(1) 若 7” 为 偶数 ,可 分 以 下 几 种 情形 讨论 : 

@ 若 ”= 2 (ax 二 1) 满足 式 (1), 易 得 


三 < 二 一 . 研 本 柯 1 Q 
和 1 二 2 可 2 TS 
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则 有 1 十 4 = 4x, 可 得 一 二 一 1 ,矛盾 , 故 形 如 "= 风 有 
3 4a 
2*(x 三 1) 不 是 式 (1) 的 解 。 人 
@ 若 2 王 2X3'(x 二 1) 满足 式 (1), 易 得 4907 王 可 得 
4(1 十 w)， 二 二 人 和 
16 
六 | | | 人 二 由 
0 2 一 533) 志 32 广 3 矛盾 , 故 形 如 王 2X3*(a 伍 1) 不 是 式 (1) 的 解 。 
1 全 ww 3 | 1 @@ 若 ”=2"34( 二 2,8 二 1) 满足 式 (1), 易 得 
2 直 2 49(72) 一 4(x 十 了 )， 
1 1 ,， 忆 1  ， 走 1 志 1 起 刀 本 
二 全 | 2 林寺 二 到 打 二 六 末 二 富有 十 半 阁 237 一 
Q 0 
有 4 人 4 ， 
则 有 及 =72;o 一 21,8 一 30;iw 一 50,8 一 18;u 一 166， 
1 十 等 1 虹 1 二 228 = 4(x 十 月， 让 一 15。 故 此 时 式 (1) 有 解 , 当 且 仅 当 ”一 2232?5 
11 一 214372 ;7 一 221 330 ;7 一 250318 ;7 一 2166315 。 
即 有 田 若 一 2"38p7(a 之 1,81,7 志 1)， 力 5 为 
12 十 o8 = 一 42c 十 348， 奇 素数 , 满足 式 (1), 易 得 40(z) = 4(e 十 8 十 7)， 
且 8 = 14 十 人 12,8 一 246;a 一 14， 且 有 
3c 一 34 
TY 1 忆 1 忌 1  ， 雯 蕊 1 < < 1 
2 3 | 二 SC2) 所 S3G3) 2。 SCD) 2 之， S0237 > 2 SC0237 二 
Cl/2431 轧 本 
Q 世 ] 有 光 1 有 YY 1 B 学 1 
记 之 S(C207) 四 2 交 S(C3:77 ) 昌 全 之 S(2 X3277) 二 S(223: 力 )) 了 
8 7 7 1 a 8 7 1 
定 857 了 十 2 TXT 包 儿 富有 859 一 
人 Q 28 1 让 一 允 D1 人 Bf pr py YXY (一 60 一 7 
1 ES 1 人 6 3 本 
Qw 2 8 记 序 0 
1 人 1 2 4 和 
化 简 式 (2) 可 得 : 满足 式 (1) , 易 于 40(07) 一 地 4(a 十 D) ,而 
当 二 5 时 ， 上 
亡 六 1 汪汪 二 下 全 下 < 二 
[30c 十 1128 十 10(x 一 3)(8 一 1) 一 168]7 = 4d) 全 >) 和 >) 
210x 十 1708 一 15a8 一 60， (3) 二 1 C 吧 
_ 一 | | | D 
当 ，、 5 时， 隐 
[6c 十 238 十 3(c 一 3)(8 一 1) 一 33]y 一 则 有 
42x 十 348 一 3d9 一 12。 (4) 1 十 笠 十 p1 鹃 = 4 十 有 )， (6) 
当 w 二 1,8 二 1,y 二 1 时 , 式 (3)、 式 (4) 两 个 不 2 
2 化 简 式 (6) 得 
定 方 程 均 无 正 整 数 解 . 故 形 如 妈 王 2"382p7 不 是 式 (]1) 
的 解 8 王 “十 一 6， 6 
元 三 


同 理 可 证 7” 三 2*342 3 
ui 字 1,7 一 3,… 
式 (1) 的 解 。 

@ 若 一 2*jp8(a 之 


区 
77 之 4) , 力 ; 之 二 昌 ee 


1,8 二 1),2p 二 5 为 奇 素数 ， 


可 解 得 这 个 方程 有 以 下 8 组 解 :w 一 7,8 一 47; 
os 一 8,8 一 27;ias 一 10,8 一 17;o 一 11,8 一 15; 
14,5 一 12ius 一 16, 8 一 1l;ioy 一 26,8) 一 9; 
as 一 46, 康 三 8。 故此 时 式 (1) 有 解 当 且 仅 当 ?” 王 


Q5 
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27007 37 一 238 27 ;7 二 三 多 表 色 六 37 -一 22 .55 ;77 > 
2 一 2 二 2, 其 中 心志 5 
为 奇 素数 。 


CD 


@ 若 )” 王 2*018p7 (Ca 之 1,8 之 1,7 壹 1) 过 
5G 一 1,2) 为 奇 素数 , 满足 式 (1), 易 得 40(72) 一 


1 2 8 1 “8 1 
22 之 


La2ap po i 和 1 751 i=1 1 
q 7 1 有 于 < 吕 密 1 
ea 二 二 一 
1 一 1 2 27，) 学 7 一 1 9Cp py ) 学 zi 一 1 帮 一 1 (2 六 ) 
1 十 笠 十 8 十 7y 十 区 十 吃 十 应 十 咬 ， 


1 十 各 十 py 十 乞 十 鉴 十 序 十 咬 = 4 十 8 十 力 ， 


解 得 这 个 不 定 方 程式 (1) 无 正 整数 解 , 故 形 如 ”= 
22 思 2 不 是 式 (1) 的 解 。 
又 易 计 算得 当 ”= 2X5X7xX1l 时 ， 


1 加 
LE SC 四 2 而 490(072) 16 ,此 时 式 (1) 无 解 。 


同 理 可 证 ”三 2*pa po 罗 wa 1 1， 
1 一 1 ,rr 二 3)，,5 二 5 为 奇 素数 ,不 是 式 (1) 的 解 。 

(2) 若 ”为 奇数 ,可 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 

@ 若 "一 畏 (wx 二 1), 为 奇 素数 ,满足 式 (1), 即 
得 40(z) = 4a, 且 有 
1 | 局 


即 得 1 十 uv 一 4au, 解 得 v 三 部 一 1, 矛盾 , 故 形 如 7 一 


因 (a 人 1) 不 是 式 (1) 的 解 。 
@ 若 "= jgp(a 二 1,8 二 1),2、9 为 奇 素数 , 满 


| 有 1 
至 研 沁 村 上 | _ | 
这 过 S( 廊 ) 1 之 SC [ 
wa 8 ] 
沁 安 可 2 一 1 二 pb 邓 ， (8) 
故 可 得 
1 十 w< 十 8 二 三 4Ca 十 D)， (9) 
有 
1 十 o9 三 3Co 十 D)， (10) 
即 有 
8= 3 十 二 3， (11) 


解 得 式 (11) 不 定 方程 有 4 组 解 , 即 w 一 4,8 一 11; 
一 5,8 一 7io 一 7,8 一 5iuw 一 11,8 三 4 此 时 
式 (1) 有 解 当 且 仅 汝 = 关 go 一 六 0 一 力 0， 
7 一 站 10:(D、d 为 奇 素数 ) 。 

@ 若 ”= jg 入 7(w 二 1,8 人 三 1,y 二 1), 六 人为 
奇 素 数 , 满足 式 (1), 易 得 40(z) = 4(c 十 8 十 7)， 
且 有 


Leopjy 1 i=1 
B X 局 月 基 
1 由 
Re 
i=1L 和 主 1 9C9qA ) 学 iT 1 9( 户 g 
故 可 得 
1 十 十 8 十 7Y 十 o8 十 十 了 十 ao8y 一 4 十 8 十 7)， 
(13) 
即 有 
(ao 十 8 十 ao8 一 3)7 一 3c 十 38 一 o 一 1， (14) 


当 w 二 1,8 过 1,y 二 1 时 , 式 (14) 不 定 方 程 没有 正 整 
数 解 .故此 时 形 如 = jg 碎 *(a 二 1,8 三 1,7y 人 二 1)， 
2 .dg 为 奇 素数 ,不 是 式 (1) 的 解 。 

同 理 可 得 ”= 加 0 pe pb (wu 全 1 一 1 …， 
r~,7 过 4), 思 为 奇 素数 ,不 是 式 (1) 的 解 。 

综合 上 述 情形 (1) 和 情形 (2) 的 讨论 ,定理 得 证 。 


王 1 十 xc 十 8 十 7y 十 9 十 oy 十 1 十 apy， (12) 
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Abstract By using the elementary number theory and _ combinational methods ,the positive integetr Solur- 


tions of a function equation involving both of the Smarandache dual function and the 光 


_ 工 
二 SC) 


function is studied. All the exact positive integer solutions are given for the equationy,and it 1s proved that 


一 40(07) 


the every 7 Satisfy the equation only 计 2 一 2 3 or 7 一 20 ,where 0 二 5 is add prime,and the odd 7 satisfy 
4 11 


the equation only 计 7 一 久 o 0 一 太 0 一 访 0 7 一 罗 gwhere pg are both odd primes. 
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